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Saºetak: U uvodom dijelu rada prou£avati ¢emo komplement i esencijalno disjunktne
produkte te produkt dekompozicije. Glavni dio rada bavi se pojmom direktnog i
semidirektnog produkta, karakterizacijom direktne sume grupa te ponekim primjerom.
Navest ¢emo univerzala svojstva direktnog produkta i direktne sume te na kraju prou£iti
klasiﬁkaciju kona£nih Abelovih grupa.
Klju£ne rije£i: semidirektan produkt, direktan produkt, komplement, produkt
dekompozicije, esencijalno disjunktni produkt, normalan komplement, direktan komplement,
transverzale, invarijantan faktor dekompozicije, kona£na abelova grupa
Abstract: In the introductory part of the paper we will study complement and essentially
disjoint products and decomposition products. The main part of the paper deals with the
concept of direct and semidirect products, characterization of direct sums of groups and
some examples. We will mention the universal property of direct product and direct sum
and in the end the classiﬁcation of the ﬁnite Abelian groups.
Key words: semidirect product, direct product, complement, product decompositions,
essentially disjoint product, normal complement, direct complement, transversals, invariant
factor decomposition, ﬁnite abelian group
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1 Uvod
Poznavaju¢i pojam algebarskih struktura znamo da grupe pripadaju njihovim glavnim
predstavnicima. Zanima nas kako iz postoje¢e algebarske strukture dobiti novu strukturu
iste vrste. U ovom radu prou£avamo direktan i semidirektan produkt grupa. Najprije ¢emo
uvesti pojam komplementa i esencijalno disjunktnih produkta, zatim produkta
dekompozicije. Glavni dio rada vezan je uz deﬁniranje direktnog produkta. Pojam direktnog
produkta svesti ¢emo na poseban slu£aj kada imamo samo dvije grupe uz pomo¢ kojih ¢e se
razjasniti pojam semidirektnog produkta grupa. Direktni produkti i direktne sume mogu se
karakterizirati univerzalnim svojstima. Kako se svaka Abelova grupa moºe prikazati kao
direktna suma cikli£kih podgrupa £iji redovi su prosti brojevi, rad zavr²avamo klasiﬁkacijom
kona£nih Abelovih grupa.
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2 Direktan i semidirektan produkt grupa
U ovom poglavlju razmatrana je problematika komplementa i esencijalno disjunktnih
produkata u okviru £ega su prou£avana dva teorema. Nadalje, razmatrana je i problematika
produkta dekompozicije kao i direktne sume i direktnog produkta. Ujedno su i iznesena sva
univerzalna svojstva
2.1 Komplement i esencijalno disjunktni produkt
Jednostavno je karakterizirati jedinstvenost u produktnoj dekompoziciji skupa. Najprije
deﬁnirajmo HK = {ab : a ∈ H, b ∈ K}.
Teorem 2.1. Neka su H,K ≤ G.
1) Svaki element a ∈ HK ima jedinstven prikaz kao a=hk za h ∈ H i k ∈ K ako i samo ako
su H i K esencijalno disjunktni.
2) Svaki element a ∈ G moºe se na jedinstven na£in prikazati kao element iz HK ako i
samo ako G=H • K, tako da, ako i samo ako je
G = HK i H ∩K = {1} .
U ovom slu£aju, kaºe se da je K komplement od H u G. Podgrupa H od G je
komplementirana ako ima komplement u G.
Trebamo imati na umu da G = HK podrazumijeva G = KH,to jest koncept
odreivanja komplementa je simetri£an u H i K. Takoer, ako je G = H • K, onda je
| G |=| H •K |=| H || K |
kao kardinalni brojevi.
Teorem 2.2. Neka je G grupa. Ako je normalna podgrupa N od G je komplement, onda su
svi komplementi od N izomorfni s G/N i stoga jedni drugima.
Drugi na£in karakterizacije komplementa je uz pomo¢ pojma transverzale.
Prisjetimo se sljede¢e deﬁnicije.
Deﬁnicija 2.3. Neka je H ≤ G.
1) Skup koji se sastoji od to£no jednog elementa iz svakog lijevog koskupa u G/H se zove
lijeva transverzala za H u G.
2) Skup koji se sastoji od to£no jednog elementa iz svakog desnog koskupa u H\G se zove
desna transverzala za H u G.
Zanima nas koje podgrupe od G su lijeve transverzale za H. Odgovor je da su to upravo
komplementi od H.
Teorem 2.4. Neka je H≤G. Slijede¢e tvrdnje su ekvivalentne za podgrupe K≤G.
1) K je komplement od H u G.
2) K je lijeva transverzala za H u G.
3) K je desna transverzala za H u G.
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Dokaz. Pretpostavimo da je K komplement od H u G. Ako je k1H = k2H, onda je
k−12 k1 ∈ K ∩H = {1} i k1 = k2. Takoer, za G = KH, svaki a ∈ G je oblika a = kh ∈ kH
za neki k ∈ K. Stoga, svi kH za k ∈ K tvore lijevu transverzalu za H u G. Obrnuto,
pretpostavimo da je K ≤ G je lijeva transverzala za G/H. Jer H sadrºi jednog £lana od
K, slijedi H ∩K = {1}. Budu¢i da se G moºe prikazati kao disjunktna unija koskupova iz
G/H, svaki a ∈ G je oblika a = kh, za neki k ∈ K i h ∈ H i G = KH. K je komplement od
H u G.

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2.2 Produktne dekompozicije
Ako je G = H • K, onda svaki element iz G ima jedinstvenog predstavnika u obliku hk,
h ∈ H i k ∈ K. Problem je ²to nemamo informacije u kakvom odnosu su elementi od H i K.
Bez pravila komutativnosti koje prikazuje produkt kh u obliku h′k′, pri £emu su h, h′ ∈ H i
k, k′ ∈ K, nemamo na£ina pojednostavit produkt oblika
(h1k1)(h2k2).
Najjednostavnije pravilo komutativnosti je osnovna komutativnost kh = hk koja vrijedi ako
i samo ako su obje varijable H i K normalne u G i ovo pokazuje £injenicu da ne postoji
povezanost izmeu H i K. Slabiji oblik dekompozicije dobijamo smanjivanjem uvjeta da su
oba faktora normalna. To su jednake deﬁnicije za usporednu svrhu.
Deﬁnicija 2.5. Neka je G grupa i H,K≤ G.
1) Ako je
G = H •K
tada G zovemo esencijalno disjunktni produkt od H i K. U ovom slu£aju, H se zove
komplement od K u G.
2) Ako je
G = H •K, H EG
tada se G zove semidirektan produkt od H sa K. U ovom slu£aju, H se zove normalan
komplement od K u G. Semidirektan produkt ozna£ava se s
G = H oK
3) Ako je
G = H •K, H EG, K EG
tada G zovemo direktan produkt od H i K. U ovom slu£aju, H se zove direktan komple-
ment od K u G. Direktan produkt ozna£ava se s
G = H on K
Bilo koji od ovih produkta su netrivijalni, ako su oba faktora odgovaraju¢a.
Dekompozicija grupe u obliku direktnog produkta je specijalan produkt dekompozicije.
S druge strane, semidirektan produkt je najkori²tenija konstrukcija u teoriji grupe. Kao
naprimjer, za n 6∼= 2 (mod 4), diedralne grupe D2n nemaju direktan produkt dekompozicije,
ali imaju semidirektan produkt dekompozicije
D2n = 〈ρ〉o 〈σ〉
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2.3 Direktne sume i direktni produkt
Kod algebarskih struktura se postavlja pitanje kako iz postoje¢ih algebarskih struktura dobiti
nove strukture iste vrste. U ovom ¢e potpoglavlju biti prikazano dobivanje produkta od
familije grupa. No, prvenstveno je potrebno deﬁnirati odreene pojmove.
Deﬁnicija 2.6. Kartezijev produkt
∏
i∈I
Gi :=
{
f : I →
⋃
i∈I
Gi|f (i) ∈ Gi
}
,
uz operaciju mnoºenja po komponentama
(f · g) (i) := f (i) · g (i)
zove se direktan produkt grupa {Gi}I .
Podgrupa ⊕
i∈I
Gi :=
{
f ∈
∏
i∈I
Gi|f (i) 6= ei za kona£no mnogo i ∈ I
}
,
od direktnog produkta
∏
I Gi, zove se direktna suma grupa {Gi}I .
U prethodnoj deﬁniciji dobivena je struktura grupe. Kako bi dokazali da je
⊕
I Gi takoer
grupa, dovoljno je vidjeti da je taj skup zatvoren za mnoºenje po komponentama. No, ako
su f, g ∈⊕I Gi, onda postoje kona£ni podskupovi Jf , Jg ⊆ I takvi da je f (i) = ei za
∀i ∈ I\Jf i g (i) = ei za ∀i ∈ I\Jg. Tada je o£ito i (f · g) = (ei) za ∀i ∈ I\ (Jf ∪ Jg)
Sljede¢i teorem vaºan je jer govori o karakterizaciji direktne sume grupa.
Teorem 2.7. Neka je G grupa i neka su Gi ≤ G , i ∈ I, neke njezine podgrupe za koje
vrijede sljede¢a tri uvjeta:
(1) Gi EG, ∀i ∈ I
(2) Gj ∩
〈⋃
i∈I Gi
〉
={ei} , ∀i ∈ I
(3) G=〈⋃I Gi〉
Tada je
G ∼=
⊕
I
Gi.
Dokaz. Bez smanjenja op¢enitosti pretpostavimo da je skup indeksa I kona£an, tj. da je
I = {1, 2, ..., n} i onda⊕I Gi = G1 ⊕ ...⊕Gn. Nadalje, s ei ozna£imo neutralni element od
Gi. Neka vrijede uvijeti (1)-(3). Preostaje dokazati da je G ∼=
⊕
I Gi.
Tvrdnja. Preslikavanje θ: G1 ⊕ ...⊕Gn → G, θ (g1, ..., gn) := g1· · · gn,
je izomorﬁzam grupa, tj. ako vrijedi θ onda je G ∼=⊕I Gi.
Primjetimo da vrijedi gigj = gjgi ∀i 6= j. (∗)
Deﬁniramo komutator ω := gigjg−1i g
−1
j . Zapi²emo ω =
(
gigjg
−1
i
)
g−1j , zbog (1) je
gigjg
−1
i ∈ Gj.
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S druge strane, napi²emo li da je ω=gi
(
gjg
−1
i g
−1
j
)
, tada je ω ∈ Gi. Prema uvjetu (2),
ω ∈ Gj ∩Gi ⊆ Gj ∩
〈⋃
k 6=j Gk
〉
={e} =⇒ ω=e; Dokazali smo da vrijedi (∗).
Podsjetimo se, homomorﬁzam koji je injekcija zove se monomorﬁzam, a homomorﬁzam
koji je surjekcija zove se epimorﬁzam. Dakle, homomorﬁzam koji je monomorﬁzam i
epimorﬁzam je izomorﬁzam. Stoga je dovoljno pokazati da je θ homomorﬁzam, monomorﬁ-
zam i epimorﬁzam.
θ homomorﬁzam:
Za dvije n-torke (x1, ..., xn) i (y1, ..., yn), imamo
θ((x1, ..., xn)(y1, ..., yn)) = θ(x1y1, ..., xnyn) = x1y1· · ·xnyn.
Koriste¢i vi²estruko (∗) imamo
x1y1x2y2· · · xnyn = x1(y1x2)y3· · ·xnyn = x1x2y1y2x3y3· · ·xnyn =
=· · · · · ·= (x1x2· · ·xn)(y1y2· · · yn)
= ω(x1x2· · · xn)ω(y1y2· · · yn).
θ je homomorﬁzam grupa.
θ monomorﬁzam:
Injektivnost homomorﬁzma θ je ekvivalentna tomu da je jezgra Kerθ trivijalna.
Pretpostavimo onda
θ(g1, ...., gn) = e ⇔ g1...gn = e ⇔ g−1n = g1....gn−1 := ω
Zbog (2) je ω ∈ Gn ∩
〈⋃
j 6=nGj
〉
= {e} pa slijedi ω = e.
Posebno je gn = e i g1· · · gn−1 = e. Zatim analogno posljednjoj jednakosti je
g−1n−1 = g1· · · gn−2. Tada dobijemo gn−1 = e i g1· · · gn−2 = e.
Nastavljaju¢i postupak dolazimo do potrebnog zaklju£ka da je
g1 = g2 = ... = gn = e
θ epimorﬁzam:
Po (∗) i (3) slijedi da se svaki x ∈ G moºe zapisati u obliku
x = g1· · · gn, gi ∈ Gi.
Dakle, tada je θ(g1, ..., gn) = x; to je surjektivnost od θ.
Zaklju£ak, θ je izomorﬁzam grupa.

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Primjer 2.8. Podsjetimo se da je za proizvoljno polje K i proizvoljan n ∈ N,
SLn(K) E GLn(K). Nadalje, ako je I jedini£na n×n matrica, onda je s x 7−→ xI deﬁniran
izomorﬁzam grupa
K× ∼= K×I = {xI | x ∈ K×} ≤ GLn (K) ;
posredstvom tog izomorﬁzma, pretpostavljamo da je K× podgrupa od GLn(K). tovi²e,
o£ito je K× EGLn(K).
Neka je sada K = R i n neparan broj. Primjetimo da se onda svaka matrica A ∈ GLn(R)
moºe napisati u obliku
A =
(
n
√
detAI
)((
1/
n
√
detA
)
A
)
;
ovdje je n
√
detA realni n-ti korijen iz detA. Prvi faktor u gornjem rastavu je iz R×, dok je
drugi iz SLn(R). Drugim rije£ima, imamo da je
GLn(R) = R× SLn(R) =
〈
R× ∪ SLn(R)
〉
.
Nadalje, uz istu pretpostavku da je n neparan, imamo ispunjen i uvjet
R× ∩ SLn(R) = {I } ;
naime, x = 1 je jedino rje²enje u R od jednadºbe det(xI) = xn = 1. Sada po prethodnom
teoremu, slijedi da je
GLn(R) ∼= R× × SLn(R) = R× ⊕ SLn(R).
Nakon ²to smo se upoznali sa pojmovima direktnog produkta i direktne sume grupa, te
prou£ili karakterizaciju direktne sume grupa, ºelimo generalizirati pojam produkta za samo
dvije grupe.
Neka su N i H neke grupe i pretpostavimo da je zadan neki homomorﬁzam ϕ : H → AutN ,
H 3 h 7−→ ϕ(h) = ϕh∈ AutN .
Deﬁnirajmo na Kartezijevom produktu
N ×H = {(n, h) | n ∈ N, h ∈ H}
mnoenje :
(n1, h1) ∗ (n2, h2) := (n1ϕh1 (n2) , h1h2) . (•)
Lako se pokaºe da je (N ×H, ∗) je grupa.
Sada smo spremni deﬁnirati pojam semidirektnog produkta grupa.
Deﬁnicija 2.9. Grupu (N ×H, ∗) ozna£avamo s
N oϕ H,
ili samo NoH ako znamo o kojem se homomorﬁzmu ϕ radi, i zovemo semidirektan produkt
grupe (normalan produkt grupe) N s H odreen s ϕ;
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Stoga, ako za bilo koje dvije grupe N i H promatramo trivijalan homomorﬁzam
ϕ: H → AutN , odnosno H 3 h 7−→ ϕ(h) = 1h∈ AutN , onda je N o H ∼= N × H; Tada
deﬁnicija mnoºenja (•) postaje "obi£no" mnoºenje po komponentama, kao ²to je deﬁnirano
u direktnom produktu.
Dakle, semidirektan produkt je generalizacija "obi£nog", direktnog, produkta dvije grupe.
Deﬁnicija 2.10. Grupa G je Abelova grupa (ili komutativna) ako je operacija ∗ : G×G→ G
komutativna; to jest, za svaki a, b iz G vrijedi a ∗ b = b ∗ a.
Primjer 2.11. Deﬁnirajmo slijede¢e skupove kompleksnih matrica dimenzije 2× 2:
P :=
{[
a b
0 c
]
| a, c ∈ Cx, b ∈ C
}
(gornje trokutaste regularne matrice)
N :=
{[
1 x
0 1
]
| x ∈ C
}
(unipotentne matrice)
H :=
{[
u 0
0 v
]
| u, v ∈ Cx
}
(dijagonalne regularne matrice)
Lako se provjeri da su P, N i H podgrupe od GL2(C); N i H su Abelove, ali P nije.
Nadalje, H ≤ P i N E P . Kako je
[
a b
0 c
]
=
[
a 0
0 c
] [
1 b/a
0 1
]
slijedi, P = HN .Tada zaklju£ujemo da je N oH ∼= P .
Ovaj primjer daje rastav grupe kao semidirektan produkt dviju svojih pravih podgrupa.
Preciznije re£eno, gore navedeni primjer je primjer semidirektnog produkta za beskona£ne
(matri£ne) grupe.
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2.4 Univerzalna svojstva direktnog produkta i direktne sume
Direktni produkti i direktne sume mogu se karakterizirati univerzalnim svojstvima.
Deﬁnicija 2.12. Neka je F={Gi | i ∈ I} familija grupa.
1) Vanjski direktni produkt familije F je grupa
F = Gi =
{
f : I →
⋃
Gi | f(i) ∈ Gi
}
svih funkcija f deﬁniranih sa skupa indeksa I u uniju od F tako da f(i) pripada Gi za sve
i. Grupovna operacija je produkt po komponentama
(fg)(i) = f(i)g(i).
Nosa£ od f ∈ Gi je skup
supp(f) = {i ∈ I | f(i) 6= 1} .
2) Vanjska direktna suma familije F je grupa oznaka koja se sastoji od svih funkcija iz
vanjskog direknog produkta koje imaju kona£an nosa£, uz mnoºenje po komponentama.
pri £emu vrijedi produkt po komponentama.
Funkcija projekcije i injekcije
Ako
G =  {Hi|i ∈ I} ili G =  {Hi | i ∈ I}
je vanjski direktan produkt ili vanjska direktna suma, deﬁniramo i-ti projekciju
ρi: G → Hi sa
ρi(f) = f(i)
Uo£imo da je ρi epimorﬁzam i da je element f ∈ G jedinstveno odreen vrijednostima ρi(f),
²to se moºe proizvoljno odrediti, sve dok je ρi(f) ∈ H za sve i.
i-ta injekcija κi : Hi → G deﬁnirana je s
κi(h)(j) =
{
h za h = j
1 ina£e
za sve h ∈ Hi. Ove funkcije su injektivne. Takoer,
ρj ◦ κi =
{
i za i = j
0 ina£e
Za unutarnje direktne sume
G =on {Hi | i ∈ I}
Ve¢ smo deﬁnirali projekciju ρi : G → Hi s ρ(a) kao i-tu kompononetu od a. Za unutarnje
direktne sume, injekcije κi : Hi → G deﬁniraju se s κi(h) = h za sve h ∈ H.
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Univerzalno svojstvo direktnog produkta
Slika 1
Deﬁnicija 2.13. (s obzirom na Sliku 1) Neka je F familija svih ureenih parova
G = (G, {fi : G→ Hi}i∈I)
pri £emu je G grupa, a {fi : G→ Hi} je familija homomorﬁzama. G je vrh u paru G. Par
U = (U, {ui : U → Hi}i∈I)
u F je univerzalan za F ako za bilo koji par G ∈ F postoji jedinstveni homomorﬁzam
τ : G→ U izmeu vrhova. Taj homomorﬁzam zove se posreduju¢i morﬁzam za G, za koji
je
ui ◦ τ = fi
za sve i ∈ I.
Univerzalno svojstvo direktne sume
Slika 2
13
Deﬁnicija 2.14. (s obzirom na Sliku 2) Neka je F familija svih ureenih parova
G = (G, {fi : G→ Hi}i∈I)
pri £emu je G grupa, a {fi : G→ Hi} je familija homomorﬁzama. G je vrh u paru G. Par
U = (U, {ui : U → Hi}i∈I) ∈ F
je univerzalan za F ako za bilo koji par G ∈ F postoji jedinstveni homomorﬁzam
τ : U → izmeu vrhova. Taj homomorﬁzam zove se posreduju¢i morﬁzam za G, za koji
je
τ ◦ ui = fi
za sve i ∈ I.
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2.5 Klasiﬁkacija kona£nih Abelovih grupa
Svaka kona£na Abelova grupa moºe biti prikazana kao direktna suma cikli£kih podgrupa £iji
su redovi prosti brojevi. Kako bi iskazali teorem potrebno je poznavati slijede¢e deﬁnicije:
Deﬁnicija 2.15. Red grupe G, koji se ozna£ava sa |G|, je broj elemenata u skupu G.
Deﬁnicija 2.16. Kona£na cikli£ka grupa prostog reda zove se primarna cikli£ka grupa.
Deﬁnicija 2.17. Neka je G grupa.
1) Ako je a ∈ G, onda bilo koji broj n za koji je an = 1 eksponent od a.
2) Najmanji pozitivan eksponent od a ∈ G, ako postoji, zove se red elementa a i ozna£ava
se s o(a). Ako ne postoji takav n, kaºemo da je red elementa a beskona£an.
Teorem 2.18. Neka je A kona£na Abelova grupa. Ako u ∈ A ima najve¢i red meu svim
elementima od A, tada M = 〈u〉 ima direktan komplement, tj. postoji podgrupa V za koju je
A =M on V.
Teorem 2.19. (Cikli£ka dekompozicija kona£nih Abelovih grupa)
Neka je A kona£na Abelova grupa.
1) (Dekompozicija na invarijantne faktore) A je direktna suma kona£nog broja
netrivijalnih cikli£kih podgrupa
A = 〈u1〉 on · · · on 〈un〉
ako je αk = o(uk), tada vrijedi
αn | αn−1 | · · · | α1.
αi zovu se invarijantni faktori od A.
2) (Primarna cikli£ka dekompozicija) Ako su
αk = p
ek,1
1 · · · pek,mm
gdje su ek,i ≤ ek+1,i za sve i=1,...,m, tada je A direktna suma primarnih cikli£kih podgrupa:
A = [〈u1,1〉 on · · · on 〈u1,k1〉] on · · · on [〈um,1〉 on · · · on 〈um,km〉] ,
gdje je o(ui,j) = p
ei,j
i . Brojevi p
ei,j
i zovu se elementarni djelitelji od A.
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